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Modelisation et controle d'un manipulateur 
Sommaire 
' a 
3 degres de liberte 
Sylvain Marleau 
Departement de Genie electrique 
Ce rapport concerne !'application de l'algorithme de commande adaptative de Slotine-Li a 
l'asservissement d'un manipulateur a 3 degres de liberte. 
Parmi les points d'interets, on rencontre : 
1. l'obtention du modele du manipulateur en appliquant le procede de Kane telle que formule 
par M. De Santis et la validation de ce meme modele en utilisant la librairie Roboop mise 
au point par M. Gourdeau. 
2. une analyse par voie de simulation du comportement du manipulateur lorsque sous l'as-
servissement d 'un contr6leur corn:;u a partir d 'une estimation suffisamment precise des 
parametres du modele. 
3. une analyse par voie de simulation du comportement du manipulateur lorsque sous l'as-
servissement d 'un contr6leur adaptatif de Slotine-Li implante dans sa forme originale ainsi 
que dans une forme convenablement modifiee. 
Les resultats illustrent clairement les avantages et les desavantages des differents types de 
compensateurs ainsi que le potentiel que Matlab, Simulink, le "Virtual Modeling Tools Box" et 
Roboop offrent pour simuler des systemes et des lois de commandes complexes. 
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2 Introduction 
Yous trouverez dans ce rapport tout le detail de mes travaux realises dans le cadre du cours 
Commande de systemes robotiques de l'ecole Polytechnique de Montreal. Ainsi, le modele du 
manipulateur a 3 degres de liberte a ete realise en suivant la demarche de modelisation propo-
see par le professeur M. Romano De Santis. Yous trouverez done dans ce rapport, toutes les 
etapes de la modelisation du manipulateur, le modele Simulink utilise pour valider le modele 
mathematique, 4 exemples de compensateurs utilises pour asservir en position le manipulateur 
ainsi qu'un exemple de controle dans l'espace operationnel. De plus, je vous invite a consulter 
dans un premier temps les ouvrages de M. Romano DeSantis cites en reference, si vous n'etes 
pas families avec la methode de modelisation utilisee. 
3 Modelisation d'un manipulateur a 3 degres de liberte 
3.1 Presentation du manipulateur 
(), 
FIG. 1 - Manipulateur a 3 degres de liberte 
La figure 1 presente le schema du manipulateur modelise dans ce rapport. 11 s'agit d'un 
manipulateur a trois membres qui sont relies entre eux par des joints rotatifs. Les joints 2 et 
3 du manipulateur lui permettent d'atteindre n'importe quelle position x,y situee dans le plan 
ou se trouve le manipulateur. Le joint 1 permet au manipulateur de changer !'orientation de ce 
plan et ainsi atteindre n'importe quelle position x, yet z autour du manipulateur. Bien entendu, 
puisque ce manipulateur n'a que 3 degres de liberte, il est impossible d'imposer a la fois une 
position desiree et une orientation desiree. De plus, on a pris pour acquis qu'un capteur est place 
sur chacun des joints rotatifs pour determiner l'orientation du membre par rapport au precedent. 
7 
Ainsi, le vecteur de configuration q est defini par : 
Les masses et les longueurs des segments sont des parametres qui n'infiuenceront pas la 
modelisation qui va suivre, car elle a ete realisee independamment de ces parametres. Ainsi, 
vous pourriez aisement changer la masse et la longueur d'un segment sans modifier le modele 
dynamique final. 
Voici la signification des parametres utilises dans cette modelisation : 
Parametres Description Valeur par defaut 
m1 masse du segment 1 1 kg 
di longueur du segment 1 lm 
m2 masse du segment 2 1 kg 
Z2 longueur du segment 2 lm 
m3 masse du segment 3 2 kg 
l3 longueur du segment 3 2m 
r1 rayon du segment 1 0.05 m 
TAB. 1 - Parametres du manipulateur 
3.2 Convention de Denavit-Hartenberg 
Il existe 2 conventions de Denavit-Hartenberg : la convention originale et la convention 
modifiee. Les conventions se ressemblent beaucoup, mais la convention originale de Denavit-
Hartenberg sera utilisee dans ce travail. Cette convention impose une fac;on bien definie de 
choisir les reperes du systeme afin que chaque membrure soit representee d'une fac;on similaire 
a la precedente et ainsi faciliter la cinematique du robot. 
La convention de Denavit-Hartenberg propose de toujours utiliser 4 transformations succes-
sives pour passer du repere de la membrure i a la membrure i + 1. Ces 4 transformations sont 
les suivantes : 
- Une rotation d'un angle () autour de l'axe z. 
- Une translation d'une distance d le long de l'axe z. 
- Une translation d'une longueur l le long de l'axe x. 
- Une rotation d'un angle o: autour de l'axe x. 
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Ces transformations peuvent etre exprimees sous la forme d'une matrice de transformations 
homogenes: 
cos(B) -sin(B) cos( a) sin( B) sin( a) l cos( B) 
nTn+l = 
sin(B) cos(B) cos( a) -cos(B) sin( a) lsin(B) 
0 sin( a) cos( a) d 
0 0 0 1 
Cette matrice represente la transformation du repere n au repere n + 1. Elle sera utilisee 
pour determiner la cinematique du manipulateur. 
Dans le cas d'un joint ratatif, la variable de joint sera e et dans le cas d'un joint prismatique, la 
variable de joint sera d. Les autres parametres peuvent etre numeriques s'ils sont connus ou des 
variables si leur valeur n'est pas definie. Les 4 parametres de chacune des membrures forment 
ce qu'on appelle les parametres de Denavit-Hartenberg. 
Afin d'etablir les parametres de Denavit-Hartenberg, chacun des reperes est etabli en se 
basant Sur les regles suivantes : 
- L'axe Zi-l est selon l'axe de mouvement du joint i. 
- L'axe xi est normal aux axes Zi-l et Zi, et passe par les points les plus rappraches 
de ces axes. 
- L'axe Yi complete le repere i en respectant la regle de la main draite. 
- Les reperes sont numerates a partir de la base (repere 0) jusqu'a l'extremite. 
- Le dernier repere peut etre place arbitrairement tant que l'axe Xi est normal a 
l'axe Zi-l· 
3.3 Cinematique directe 
Pour determiner la cinematique directe du manipulateur, il faut dans un premier temps 
determiner les parametres de Denavit-Hartenberg. Pour determiner ces parametres, il est im-
portant de placer le manipulateur dans sa position initiale, c'est-a-dire lorsque tous les angles 
du vecteur de configuration if egalent 0. La figure 2 montre le manipulateur dans sa position 
initiale. De plus, cette figure montre le choix des reperes. Le repere 0 est a la base du manipu-
lateur et les reperes sont numerates de la base a l'extremite du manipulateur. Les parametres 
de Denavit-Hartenberg sont inscrits dans le tableau 2. 
Articulation e d l a 
1 e1 d1 0 goo 
2 e2 0 l2 0 
3 ()3 0 l3 0 
TAB. 2 - Parametres Denavit-Hartenberg du manipulateur 
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FIG. 2 - Position initiale du manipulateur 
En remplac;ant ces parametres dans la matrice de transformation de Denavit-Hartenberg, 
on obtient les matrices suivantes : 
cos( 81) 0 sin( 81) 0 
0T1 = 
sin( 81) 0 -cos(81) 0 
0 1 0 d1 
0 0 0 1 
cos( 82) -sin(82) 0 h cos(82) 
1T2 = 
sin( 82) cos(82) 0 l2 sin( 82) 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
cos( 83) -sin(83) 0 l3 cos( 83) 
2T3 = 
sin( 83) cos(83) 0 l3 sin(83) 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
Les matrices de transformation de la base a la fin de la membrure 2 °T2 et celle de la base 
a l'outil 0T3 sont definies comme suit : 
cos( Bi) cos(82) -cos( Bi) sin(82) sin(Bi) cos( Bi) l2 cos(82) 
0 T2 = 0T1 1T2 = 
sin( Bi) cos( 82) -sin( 81) sin( 82) -cos(81) sin( 81 ) Z2 cos( 82) 
sin( 82) cos(82) 0 l2 sin(82) + d1 
0 0 0 1 
cos(81) cos(82 + 83) -cos(81) sin(82 + 83) sin( 81) cos(81) (l3 cos(82 + 83) + l2 cos(82)) 
0T3 = 0T1 1T22T3 = 
sin( 81) cos( 82 + 83) -sin(81) sin(82 + 83) -cos(81) sin(81) (Z3 cos(82 + 83) + Z2 cos(82)) 
sin(82 + 83) cos(82 + 83) 0 l3sin(82 +83) +hsin(82) +d1 
0 0 0 1 
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La derniere colonne de la matrice de transformation represente la translation effectuee. 
Ainsi, la position de l'extremite du manipulateur est donnee par les 3 equations de la derniere 
colonne. 
bT" ~ r 0 b :" 0 ~~ l 
r 
cos(lh) (l3 cos(82 + 83) + h cos(82)) l 
sin(81) (l3 cos(82+83)+12 cos(82)) 
l3 sin(82 + 83) + h sin(82) + d1 
3.4 La matrice jacobienne etendue 
La ma trice jacobienne etendue sera principalement utilisee pour trouver la matrice d'inertie 
et la matrice de Coriolis. La matrice jacobienne etendue est en fait la superposition des trois 
matrices jacobiennes des trois membres du robot. Ces matrices jacobiennes seront represen-
tees dans le repere de la membrure qu'elles representent respectivement afin de simplifier les 
equations. De plus, ces matrices jacobiennes 6x3 peuvent etre divisees en deux sous-matrices 
jacobiennes 3 x 3 soit la matrice jacobienne des vitesses lineaires et celle des vitesses angulaires. 
Ainsi, nous appellerons In la matrice jacobienne 6x3 de la membrure n representee dans le 
repere n .. Ivbn sera la matrice jacobienne des vitesses lineaires de la membrure n representee 
dans le repere de base et Ivan sera la meme matrice representee dans le repere de la membrure 
n. Imn sera la matrice jacobienne des vitesses angulaires de la membrure n representee dans le 
repere de base et Inan sera la meme matrice representee dans le repere de la membrure n. Pour 
avoir plus d'information sur la matrice jacobienne, consultez les ouvrages cites en reference ou 
les definitions jointes en annexe de la version originale de ce rapport. 
La methode utilisee pour determiner ces matrices est la suivante : 
1. Trouver la matrice Ivbn en derivant le vecteur p de la matrice de transformation °Tn-
2. Convertir I 1ibn dans le repere de la membrure n en posant Ivan = 0 Rn T Ivbn· 
3. Utiliser la loi de propagation Imn = Inbn-l + 0 Rnw ou w est un vecteur indiquant si la 
rotation qui s'effectue toujours (par convention) autour de l'axe z a ete realise selon e1,e2 
OU e3. 
4. Convertir Inbn dans le repere de la membrure n en posant Inan = 0 Rn T Imn· 
5. Superposer les deux matrices jacobiennes afin d'obtenir In. 
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3.4.1 Calcul de 11 
Determiner 0 R1 et P1 : 
Px cos(81) 0 sin(81) 0 
sin(81) 0 -cos(81) 0 
Pz 0 1 0 d1 
0 0 0 1 0 0 0 1 
Calcul de la jacobienne de vitesse lineaire : 
r~ Elp. ''· 1 r 0 0 
: 1 
fix Iii ~ = 0 lvbl = Elpy Elpy 0 fix Ely 
£p_,_ £p_,_ £p_,_ 0 0 fix Ely flz 
r 0 0 : 1 
0 T 
lval = R1 lvbl = ~ 0 
0 
Calcul de la jacobienne des vitesses angulaires : 
r 
0 0 0 1 
Jm1 = 0 0 O 
1 0 0 
Finalement, la matrice 11 : 
0 0 0 
0 0 0 
J, ~ [ J,,, l ~ 0 0 0 
Jo al 0 0 0 
1 0 0 
0 0 0 
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Ainsi, 
3.4.2 Calcul de J2 
Determiner 0 R2 et P2 : 
Px cos( 81) cos( 82) -cos( 81) sin( 82) sin(81) cos(81) 12 cos(82) 
OT2 = 
0R2 Py sin(81) cos(82) -sin(81) sin(82) -cos(81) sin(81) 12 cos(82) 
Pz sin( 82) cos(82) 0 l2 sin(82) + d1 
0 0 0 1 0 0 
r 
cos(8i) cos(82) -cos(81) sin(82) 
0 
R2 = sin(81) cos(82) -sin(8i) sin(82) 
sin(82) cos(82) 
Calcul de la jacobienne de vitesse lineaire : 
r 
&p, 
Bx 
lvb2 = &py 
&x 
&p, 
Bx 
Calcul de la jacobienne des vitesses angulaires : 
[0001 ro Jm2 = Jm1 + 0 R2 0 0 0 = 0 
0 1 0 1 
r ein( a,) 
0 T 
loa2 = R2 Jm2 = cos~82) 
13 
0 1 
r 
Px l r cos(81) Z2 cos(82) l 
P2 = Py = sin(81)hcos(82) 
Pz l2 sin(82) + d1 
-cos( 81) Z2 sin( 82) 
-sin(81) Z2 sin(82) 
Z2 cos(82) 
sin( 81) ~ l -cos(8i) 0 
0 ~ l 0 1 
Finalement, la matrice J2 : 
0 0 0 
0 l2 0 
J, = [ J""' l = -l2 cos(82) 0 0 
loa2 sin( 82) 0 0 
cos(82) 0 0 
0 1 0 
Ainsi, 
3.4.3 Calcul de J3 
Determiner 0 R3 et 'ifs : 
cos(81) cos(82 + 83) -cos(81) sin(82 + 83) sin( 81) cos(81) (l3 cos(82 + 83) + l2 cos(82)) 
0T3 = 
sin(81) cos(82 + 83) -sin(81) sin(82 + 83) -cos(81) sin(81) (l 3 cos(82 + 83) + l2 cos(82)) 
sin(82 + 83) cos(82 + 83) 0 l3 sin(82 + 83) + l2 sin(82) + d1 
0 0 0 
[ 
cos(81) cos(82 + 83) -cos(8i) sin(82 + 83) 
0 R3 = sin(81) cos(82 + 83) -sin(81) sin(82 + 83) 
sin(82 + 83) cos(82 + 8s) 
[ 
Px 1 [ cos(81) (l3 cos(82 + 83) + l2 cos(82)) l 
ih = Pv = sin(8i) (l3 cos(82 + 83) + l2 cos(82)) 
Pz l3 sin(82 + 83) + l2 sin(82) + d1 
Calcul de la jacobienne de vitesse lineaire : 
[
-sin(8i) ls cos(82 + 83 ) + l2 cos(82) c~s(81) (-ls s~n(82 + 83) - l2 s~n(82)) 
lvb3 = cos(8i) l3 cos(82 + 83) + l2 cos(82) sm(81) (-l3 sm(82 + 83) - l2 sm(82)) 
0 ls cos(82 + 83) + l2 cos(82) 
o T [ lva3 = R3 lvb3 = 0 
-l3 cos(82 + 83) - l2 cos(82) 
0 
14 
l2 sin( 83) 
l3 + l2 cos(83) 
0 
1 
-cos(81) l3 sin(82 + 83) 1 
-sin(81) ls sin(82 + 83) 
ls cos(82 + 83) 
Calcul de la jacobienne des vitesses angulaires : 
r 
0 0 
Jm3 = Jm2 + 0 R3 0 0 
0 0 
sin( 81) 
-cos(8i) 
0 
r 
sin(82 + 83) 0 
0 T 
Joa3 = R3 Jm3 = cos(82 + 83) 0 
0 1 
Finalement, la matrice J3 : 
0 h sin(83) 
0 ls+ h cos(83) 
J, ~ [ J""' l ~ -13 cos(82 + 83) - 12 cos(82) 0 
Joa3 sin(82 + 83) 0 
cos(82 + 83) 0 
0 1 
Ainsi, 
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0 
ls 
0 
0 
0 
1 
3.4.4 Calcul de la matrice jacobienne etendue 
La matrice jacobienne etendue est simplement la superposition des matrices J1 ,J2 et h- On 
obtient done la matrice 18 x 3 suivante : 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
1 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 l2 0 
-l2 cos(82) 0 0 
le= 
sin( 82) 0 0 
cos(82) 0 0 
0 1 0 
0 lz sin( 83) 0 
0 l3+l2cos(83) ls 
-l3 cos(82 + 83) - lz cos(82) 0 0 
sin(82 + 83) 0 0 
cos(82 + 83) 0 0 
0 1 1 
Cependant, les matrices d'inertie et de Coriolis doivent etre obtenues a partir de la matrice 
jacobienne qui decrit la vitesse des centres de masse des membrures. Ainsi, nous aurions pu 
utiliser la matrice precedente si la masse de chaque membrure etait concentree en son extremite. 
Toutefois, dans le cas precedent, nous avons fait l'hypothese que la masse de chaque membrure 
est repartie uniformement sur toute sa longueur. Les centres de masse se situent done au milieu 
de chaque membrure. 
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La matrice jacobienne etendue devient alors : 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
1 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 
1 
- l2 0 
2 
1 -- h cos(82) 
2 
0 0 
J= 
sin( 82) 0 0 
cos(82) 0 0 
0 1 0 
0 h sin(83) 0 
1 1 
0 2 z3 + h cos(83) - l3 2 
1 - 2 z3 cos(82 + 83) - l2 cos(82) 0 0 
sin(82 +83) 0 0 
cos(82 +83) 0 0 
0 1 1 
3.4.5 La derivee de la matrice jacobienne etendue 
La derivee de la matrice jacobienne etendue sera utilisee pour calculer la matrice de Coriolis. 
Elle est definie comme suit : 
· BJ · BJ · BJ · 
J = Be1 el + Be2 e2 + ... + Ben en 
Il est important d'inclure a la matrice j les termes e~ resultants de la derivee qui doivent 
multiplier les termes %;£. 
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On obtient done : 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
82 cos(82) 
-82 sin(82) 
0 
0 
0 
. 1 1 . 
82 (2 l3 sin(82 + 83) + b sin(82)) + 2 83 h sin(82 + 83) 
82 cos(82 + 83) + 83 cos(82 + 83) 
-82 sin(82 + 83) - 8.3 sin(82 + 83) 
0 
3.5 La matrice de masse etendue 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
83 Z2 cos(83 ) 0 
-83 l2 sin( 83) 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
La matrice de masse etendue M sera utilisee pour calculer les matrices d'inertie et de Co-
riolis. Cette matrice est une concatenation des matrices de masse de chacun des membres. 
La matrice des masses etendues M est definie comme suit : 
11 
Les dimensions de la matrice M sont done de 6nx6n. 
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La matrice Mn est la matrice de masse d'une membrure et elle est definie de la fac;on 
suivante : 
mn 0 0 0 0 0 
0 mn 0 0 0 0 
Mn= 
0 0 mn 0 0 0 
0 0 0 f xx -Ixy -fxz 
0 0 0 -Ixy Iyy -Iyz 
0 0 0 -Jxz -Iyz f zz 
ou mn est la masse de la membrure et Ixx, Iyy et Izz sont les moments d'inertie de la mem-
brure au centre de masse autour des axes x, y et z. 
Dans le cas present, ces axes coincident avec les axes du repere de la membrure, done les 
moments d'inertie Ixy, Ixz et Iyz egalent 0. De plus, le rayon des membrures est petit et le 
moment d'inertie qu'il engendre sera neglige dans le modele. 
Voici les 3 matrices de masse : 
m1 0 0 0 0 0 
0 m1 0 0 0 0 
0 0 m1 0 0 0 
Mi := 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 2 
2m1 r1 0 
0 0 0 0 0 0 
m2 0 0 0 0 0 
0 m2 0 0 0 0 
0 0 m2 0 0 0 
M2 := 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 2 
-m2h 
12 
0 
0 0 0 0 0 
1 2 
-m2Z2 
12 
m3 0 0 0 0 0 
0 m3 0 0 0 0 
0 0 m3 0 0 0 
M3 := 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 2 
12 
m3 l3 0 
0 0 0 0 0 
1 2 
12 
m3 l3 
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La ma trice M a done une dimension de 18x18 et elle est egale a : 
3.6 La matrice d'inertie 
La matrice d'inertie D est un element clef du modele dynamique du manipulateur. Elle est 
definie par l'equation suivante : 
OU J est la matrice jacobienne etendue (les matrices jacobiennes de toutes les membrures 
empilees les unes par dessus les autres) et M est la matrice des masses etendues. 
En effectuant le calcul, on obtient la matrice d'inertie D suivante : 
[ 
Dll 
D= O 
0 
0 
1 2 2 1 2 3 m2 Z2 + l2 m3 + 3 m3 l3 + l3 m3 l2 cos(B3) 
i m3 l3 2 + ~ l3 m3 h cos(B3) 
D 11 = ~m1 r1 2 +1Gm2 ll (cos(2B2) + 1) + 1Gm3 l3 2 (cos(282 +283)+1)+ 
~ l3 m 3 l2 ( cos(B3) + cos(2 82 + 83)) + ~ m3 l22 ( cos(2 82) + 1) 
Si on pose les valeurs suivantes pour differents parametres, on obtient une matrice d'inertie 
D identique a celle obtenue numeriquement par Roboop, une librairie C++ developpe par M. 
Richard Gourdeau, ce qui valide les calculs effectues jusqu'a maintenant. 
m1 = lkg m 2 = lkg m3 = 2kg d1 = lm l2 = lm l3 = 2m r 1 = 0.05m B1 = O B2 = O 
[ 9.001250000 0 4.666~666671 D= 0 9. 
0 4.666666667 2.666666667 
3. 7 La matrice des vitesses angulaires etendues 
La matrice des vitesses angulaires etendues W sera utilisee pour calculer la matrice de 
Coriolis. La matrice des vitesses angulaires etendues W est egale a : 
0 0 11 
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e3 = o 
Les dimensions de la matriee W sont de 6n x 6n. 
La matriee Wn est la matriee des vitesses angulaires d'une membrure. Les vitesses angu-
laires Dx,Dy et Dz sont les vitesses angulaires de la membrure par rapport au reforentiel de la 
membrure. Elles peuvent etre obtenues a l'aide de la seeonde partie de la matriee jaeobienne 
de la membrure. Dans le eas d'un manipulateur robotique, les vitesses angulaires Dx,Dy et Dz 
sont en fonetion des variables <;le joint ()n et de leur derivee ()~- Il est done important d'inclure 
la derivee de la variable joint ()n a la vitesse angulaire D. 
La matriee Wn est definie eomme suit : 
0 -Dz Dy 0 0 0 
Dz 0 -Dx 0 0 0 
Wn= 
-Dy Dx 0 0 0 0 
0 0 0 0 -Dz Dy 
0 0 0 Dz 0 -Dx 
0 0 0 -Dy Dx 0 
Les vitesses angulaires peuvent etre obtenues a partir de la matriee jaeobienne eomme suit : 
On obtient done : 
[ 
sin(82 + 83) ri1 l 
03 = cos(~2 + ~s) 8-1 
82 + 83 
A partir de ees vitesses angulaires, on peut obtenir la matriee des vitesses augulaires de 
ehaeune des membrures : 
0 0 8-1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
-ri1 0 0 0 0 0 
W1 = 
8-1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 -ri1 0 0 
21 
0 -82 cos(fh) 01 0 0 0 
82 0 -sin(l12) 01 0 0 0 
-cos( 112) 01 sin(l12) 11·1 0 0 0 0 
W2 = 
0 0 0 0 -82 cos(l12 ) 01 
0 0 0 11·2 0 -sin(l12) 01 
0 0 0 -cos(l12) 01 sin(l12) 01 0 
0 -82 - 03 cos(l12 + 113) 01 0 0 0 
82 + 83 0 -sin(l12 + 113) 01 0 0 0 
-cos(l12+113) 01 sin(l12+113) 01 0 0 0 0 
W3 = 
0 0 0 0 -82 - 03 cos(l12 + 113) 01 
0 0 0 82 + 03 0 -sin(l12 + 113) 11·1 
0 0 0 -cos(l12+113) 11·1 sin(l12+113) 01 0 
La matrice des vitesses angulaires etendues West done une matrice 18x18 et elle est egale a: 
3.8 La matrice de Coriolis 
La matrice de Coriolis est au sens physique la somme de l'effet de la force centrifuge et de 
l'acceleration de Coriolis. Cette matrice 3 x 3 peut etre calculee a partir de l'equation suivante : 
Dans le modele dynamique, la matrice de Coriolis est multipliee par if. Une fois cette multipli-
cation realisee, la matrice de Coriolis devient plutot un vecteur colonne 3x1 dont les equations 
sont plus simples et surtout plus compactes. 
Ainsi, on obtient la matrice de Coriolis suivante : 
C= 
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3.9 La matrice de !'attraction gravitationnelle 
Nous allons deduire la matrice de gravite 3xl a partir du schema du robot. 
FIG. 3 - Centre de masse et force gravitationnelle 
On peut done deduire la matrice suivante : 
G= 
0 
~ g cos(82 + 83) m3 l3 + g ( m3 l2 cos(82) + ~ m2 l2 cos(82)) 
1 2 g cos(82 + 83) m3 l 3 
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3.10 Le modele dynamique du manipulateur 
Maintenant, nous avons calcule toutes les matrices essentielles pour definir le modele dy-
namique du manipulateur. A titre de rappel, nous avons calcule les matrices d'inertie D et de 
Coriolis C a partir des relations suivantes : 
ou J est la matrice Jacobienne etendue qui exprime la vitesse des centres de masse dans 
le repere de chacune des membrures en fonction de la variation des variables de joint, j est la 
derivee par rapport au temps de cette matrice jacobienne, M est la matrice de masse etendue 
et W est la matrice des vitesses angulaires etendues. 
Ainsi, nous avons !'ensemble des matrices necessaires pour expnmer la dynamique du ma-
nipulateur : 
D(r/)Q= f- C(q, °q)if- G(r/) 
ou D (if) est la ma trice d 'inertie exprimee en fonction de if, f est le vecteur des couples 
appliques a chaque articulation, C ( q, °Cf) est la ma trice de Coriolis exprimee en fonction de if et 
if (dans notre cas, la matrice C presentee precedamment est egale a C(q, °q)°q) et G la matrice 
de la force gravitationnelle est exprimee en fonction de if. 
Le vecteur q est bien entendu le vecteur de configuration, c'est-a-dire le vecteur des variables 
de joint. 
Dans notre cas : 
Finalement, le modele d'etat du manipulateur est donne par : 
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3.11 Le modele Simulink du manipulateur 
Pour simuler le modele mathematique que nous venons d'obtenir, nous pouvons utiliser le 
modele Simulink de la figure 4. 
Tau 
inertia matrix 
tau 
B 
qpoint 
non_lineaire 
S SX=B (LDL') 
[SJ ~,Ox 
8 [mxm] 
LDL Solver 
1 
s 
3 
Qpp 
iqpoint 
FIG. 4 - Modele Simulink du manipulateur 
1 
s 
iq 
2 
Qp 
Q 
Le sous-module inertia matrix (voir figure 5) renferme le calcul de la matrice d'inertie en 
fonction du vecteur if. Le sous-module non-lineaire (voir figure 6) renferme le calcul suivant : 
B =f-C~-G 
La matrice B est en fait un vecteur colonne puisque les matrices C et G sont aussi des ma-
trices 3x1. Le module LDL solver,Jnverse la ma trice D et il la multiplie par le vecteur B ce qui 
nous permet d'obtenir le v.~cteur if soit !'acceleration <;tngulaire de chaque membrure. Ensuite, 
on integre 2 fois le vecteur if afin d' o btenir les vecteurs if et if. Les vecteurs qO et qpointO sont les 
conditions initiales du systeme soit respectivement les angles de depart et les vitesses de depart 
de chacun des membres. Le module de manipulateur prend done comme entrees des vecteurs 
constants pour les valeurs de qO et qpointO ainsi qu'un vecteur tau representant le couple fourni 
par les moteurs places a chacun des joints du manipulateur. 
Comme vous le voyez, les matrices sont definies par une serie de boites de calcul redimen-
sionnees sous forme de ma trice. Chacune. de ces boites renferme !'equation mathematique d'un 
champ de la matrice en fonction de if et if. 
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FIG. 5 - Modele Simulink de la matrice d'inertie 
G1 
f(u) 
G2 Res ti ape 
f(u) 
G3 
FIG. 7 - Modele Simulink de la matrice de gra-
vite 
3.12 Validation du modele 
''" 
Go1il)h5 
; ___ :1----l~ 
L-' 
<.>riv:"-' 
FIG. 6 - Sous-module non-lineaire 
f(u) 
C1 
f(u) 
C2 Reshape 
f(u) 
C3 
FIG. 8 - Modele Simulink de la matrice de Co-
riolis 
Pour valider le modele, le manipulateur a ete place dans une position initiale puis relache 
pour voir son comportement oscillatoire. Ainsi, aucun couple f n'est applique par les moteurs 
du manipulateur, il ne subit que l'effet de la gravite. Pour valider le comportement du manipu-
lateur, le meme test a ete simule a l'aide de la librairie Roboop ecrite en C++ par M. Richard 
Gourdeau. Je ne m'attarderai pas sur le fonctionnnement de la libraire Roboop puisque son 
fonctionnement est plus complexe que Simulink et qu'elle est presentement en developpement 
pour permettre une interface plus facile a utiliser pour les non-inities a la programmation en 
C++. Une derniere chose, il est important de vous rappeler que 02 = 0 lorsque le membre est 
a l'horizontale. 
Les parametres utilises pour effectuer les 3 tests qui suivent sont les suivants : 
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3.12.1 Test 1 
Voici les conditions initiales 
0.5 
'C -0.5 
g 
go 
< -1 
-1.5 
-2 
' I 
I 
I 
[ -~ 12 ] -Tt/4 
Position des joints en tonction du temps 
I 
,.-:-\ 
I 
I 
I 
I 
I 
[ ~ l 
I 
I 
-I I 
I I CJD 
-2.5~-__L----'-----'---"----'----'-----'----' 
0 0.5 1.5 2 2.5 3.5 
Temps (sec) 
FIG. 9 - Resultats du test 1 obtenus a partir du modele developpe sur Simulink 
' ' 0.5 \ 
-0.5 
-1 
-1.5 
-2 
Position des joints en fonct1on du temps 
I I 
I 
I I 
I 
' I 
I 
I 
I 
I 
- ' I 
-2.5~---'-----'-----'---"----'----'-----'----' 
0 0.5 1.5 2 2.5 3.5 
Temps(sec) 
FIG. 10 - Resultats du test 1 obtenus a partir de Roboop 
On remarque que les resultats sont identiques. Il est done peu probable que notre modele 
soit errone. 
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3.12.2 Test 2 
Voici les conditions initiales 
0.5 
-0.5 
-1.5 - .... ,. 
-2 
-2.5 
0.5 
Position des jomts en fonction du temps 
' \ 
I 
·' I 
' , 
' ' 
1.5 2 2.5 
Temps (sec) 
[ ~ l 
, , 
3.5 
FIG. 11 - Resultats du test 2 obtenus a partir du modele developpe Sur Simulink 
0.5 
, 
-0.5 . 
~ 
~ -1 
g> 
" 
-1.5 
-2 
-2.5 
-3 
0 
' 
\ 
0.5 
Position des joints en fonction du temps 
\ 
\ 
1.5 2 2.5 
Temps {sec) 
- I ,, , 
' , ' 
3.5 
' 
\ 
FIG. 12 - Resultats du test 2 obtenus a partir de Roboop 
On remarque encore une fois que les resultats sont identiques. 
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3.12.3 Test 3 
Voici les conditions initiales 
[ -~ 12 ] 
1f /6 [ ~ l 
Vitesse des joints en lonction du temps 
' ~ I 2 I 
I I ;' . 1' I 
I I I 
I 
I I 
I I 
1' 
,. 
I 
1' 
I 
.{. I I 
\ I I I I 
I 11 11 I I I I I i I I I 1, ( I 0 I 1, ,. " "\I· ". I 
\ 
!\ ) I I I I '1 I II 
"' I I I ! I 1. I I "' I I I I I I I -1 I I I I I I I 
' ' I 
-2 I I I 
I I I I 
\/ I I I I I 
-3 \. ,1 \-/· ' 
-4 
0 0.5 1.5 2.5 3.5 
Temps (sec) 
FIG. 13 - Resultats du test 3 obtenus a partir du modele developpe Sur Simulink 
Vitesse des joints en fonction du temps 
. ~ . . . ,I 
I I I 
I I ,, I I 
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~ I I 
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-1 
I I I I 
I 
' I 
I I I 
,1 II 
I I 
1, 
,, 
1., I I / I I 1' I ,, ) 
I I 
I 
" 
I I I I I I 
I ·I I 
I 
I 
I I I 
I 
,1 I 
I 
I 
I 
-2 
' 
I 
-3 
I 
I I I 
I I I ,1 
.I I ·" 
11 
-4 
0 0.5 1.5 2 2.5 3.5 
Temps (sec) 
Fro. 14 - Resultats du test 3 obtenus a partir de Roboop 
Dans ce test, le manipulateur tourne sur lui-meme a une vitesse de 4 rad/sec lorsque les 
segments 2 et 3 sont relaches. On remarque que les resultats sont legerement differents. Cela 
est attribuable a une petite difference dans la fagon de calculer le moment d'inertie du segment 
1. Toutefois, comme on peut le constater, ce moment d'inertie a peu d'influence. 
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4 Asservissement dans I' es pace articulaire 
Cette section du travail a ete elaboree conjointement par Jean..:Julien Carriere et moi-meme 
afin de rallier nos forces pour produire un travail de plus grande envergure et parfaire davantage 
nos connaissances. A partir du modele developpe precedemment, nous avons implante quatre 
compensateurs differents soit : un compensateur a couple pre-calcule, un compensateur PID 
industriel, la commande adaptative de Slotine-Li et la commande adaptative de Slotine-Li mo-
difiee. La section qui suit traite en detail de chacun de ces compensateurs et les compare entre 
eux. 
Nous verrons dans cette section differents tests que nous avons effectues dans l'espace articu-
laire. C'est a dire que nous avons directement utilise les angles desires comme variable d'entree. 
Ceci nous a permis de bien comprendre le comportement de chacun des controleurs. 
4.1 Compensateur a couple-precalcule 
4.1.1 Le modele du compensateur 
Dans un premier temps, nous avons realise un compensateur a couple pre-calcule. Ce com-
pensateur est simple a realiser lorsqu'on connait la dynamique du systeme et il offre des perfor-
mances tres surprenantes. En effet, il utilise la dynamique du systeme pour calculer le couple 
necessaire pour atteindre !'acceleration desiree. Dans le cas de notre manipulateur, le compensa-
teur a couple pre-calcule offre une compensation des couples perturbateurs engendres par l'effet 
de Coriolis et de la gravite. De plus, !'acceleration desiree, calculee a partir d'un simple PID, 
est multipliee par la matrice d'inertie du robot afin de decoupler parfaitement les entrees du 
systeme et calculer ainsi les couples necessaires pour atteindre !'acceleration desiree de chacune 
des articulations sans affecter !'acceleration des autres articulations. Ce sont les deux grandes 
proprietes du compensateur a couple pre-calcule : commande parfaitement decouplee et com-
pensation de l'effet de Coriolis et de la gravite. La figure 15 presente le modele theorique d'un 
compensateur a couple pre-calcule et la figure 16 presente le modele Simulink du compensateur 
que nous avons realise. 
Bien entendu, ce compensateur fonctionne tres bien si on connait parfaitement la dynamique 
et les parametres du robot. Pour illustrer ce comportement, nous avons fait les tests de deux 
fac;ons differentes : en utilisant les parametres exacts du systeme et en changeant la masse de la 
membrure 3 pour simuler les repercussions sur le robot d'une masse soulevee a l'extremite de la 
membrure 3. En effet, lors des tests avec perturbation, le controleur calcule la compensation de 
la gravite et de l'effet de Coriolis en croyant que la masse de la membrure 3 est de 2 kg quand 
en fait elle est de 4 kg. Yous verrez les resultats ainsi qu'une discussion dans la section suivante 
du rapport. 
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Qp 
Manipulateur 
C+G 
Compensation non-lineaire 
ContrOleur cinetique 
FIG. 15 - Compensateur a couple-precalcule 
non_lineaire 
Qdp 
f--.------..i "" >-----.!. 
i 
I f------' 
I 
1· 
ri· 
l ; 
~ 
:)opp 
FIG. 16 - Modele Simulink du compensateur a couple-precalcule 
4.1.2 Choix des gains du compensateur 
Avant de vous presenter les resultats, il est important de determiner les gains du systeme. 
Dans un premier temps, nous avons calcule les gains en plac;ant les poles du compensateur. 
La loi de commande du controleur cinetique est la suivante : 
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.. * .. 
En posant f = il<i. - if et en posant l'hypothese que if = if, on obtient : 
On effectue la transformee de Laplace : 
0 2- K - K - Krf = S E + pE + S DE + --
S 
Les poles p1 , p2 et p3 doivent satisfaire l 'equation sui vante : 
Ainsi, on peut deduire que : 
Les performances recherchees sont les suivantes : 
- Un temps de reponse a 2% pour un echelon de 1 rad inferieur a 1 sec. 
- Un_ depassement le plus faible possible. 
- Une erreur en regime permanent nulle. 
- La meilleur resistance possible aux perturbations. 
Ainsi, on peut se dire que la constante de temps doit etre d'environ 0.5 sec, ce qui correspond 
a des poles places a -2. 
On obtient alors les gains suivants : 
Kp = 12 Kv =6 Kr= 8 
Les performances avec ces gains sont tres desastreuses. Le gain integral Kr est beaucoup 
trop grand se qui entral:ne un depassement enorme. De plus, le temps de reponse est beaucoup 
trop grand. 
Nous avons done choisi par essais et erreurs de nouveaux gains : 
Kp = 120 Kv = 20 Kr= 10 
Yous verrez dans la section des resultats les performances du compensateur utilisant ces 
gains. 
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Parametres Descriptions Valeurs 
m1 masse du segment 1 1 kg 
di longueur du segment 1 lm 
m2 masse du segment 2 1 kg 
l2 longueur du segment 2 lm 
m3 masse du segment 3 2 kg 
l3 longueur du segment 3 2m 
r1 rayon du segment 1 0.05 m 
TAB. 3 - Parametres du manipulateur 
4.1.3 Resultats 
Quatre tests differents, deux tests sans perturbation et deux tests avec perturbation, ont 
ete effectues a partir de ce compensateur. 
La premiere simulation permet de voir la reponse du systeme a 3 echelons de 1 rad (q1d=l 
a t=O sec, q2d=l a t=2 sec et q3d=l a t=4 sec). Dans la seconde simulation, on peut voir le 
manipulateur suivre 3 sinusoi:des qui commencent aux temps 0 sec, 2 sec et 4 sec. Les figures 
17 et 18 presentent la commande appliquee au compensateur soit les vecteurs tjd. 
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FIG. 17 - Commande appliquee aux simulations 
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FIG. 18 - Commande appliquee aux simulations 
2 et 4 
Les memes commandes sont appliquees au compensateur pour les simulations 3 et 4 sauf 
que cette fois la masse du membre 3 a ete changee. Le compensateur croit que la masse est de 
2 kg alors quelle est maintenant de 4 kg. Cela permet de simuler le comportement du robot 
lorsque celui-ci souleve un objet. 
Yous trouverez done dans l'ordre les resultats aux simulations 1, 2, 3 et 4. 
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Comme nous avons discute dans la section precedente, le couple pre-calcule devrait etre 
plus performant que le PID classique, car en plus de decoupler les mouvements des bras, il 
tient compte des differents effets externes non-lineaires comme la force de Coriolis et la force 
de Gravite. 
Les figures 19 et 20 montrent la position Q en fonction du temps. On note tout d'abord que 
le temps de reponse est tres court a environ 0,5 sec. En regime permanent, l'erreur de position 
est pratiquement nulle soit d'environ 10-3 . Les figures 21 et 22 illustrent le comportement de 
l'erreur en fonction du temps. 
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FIG. 22 - Erreur a une sinuso'idale sans pertur-
bation 
Les figures 23 et 24 montrent le couple (tau) calcule par le controleur a couple pre-calcule 
en fonction du temps pour chacune des commandes. On remarque que les couples calcules sont 
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tres grands. En pratique, il faudrait reduire les gains, saturer les couples demandes OU eviter 
de demander des commandes de type echelon afin d'eviter de demander des gains exorbitants 
aux moteurs. 
couple(tau)entonciiondutemps couple(tau)enfom:tiondutemps 
3000 
-tau1 
- - tau2 
2500 
- · tau3 
2500 
2000 
1500 ' 2000 I 
~ 1000 ! 
ii 500 i 
E 
~ 1500 
ii 
I 
----~----J ' 0 =·=- - - ~--' V' 
1000 
" 
-500 
I 500 ~ 
;I 
0 ~-:-.-- - - - - - JI 
-1000 
-500'-----~-~--"----"---~-~-~-~ -1500 
0 4 
temps(s) 
0 5 9 10 
temps(s) 
FIG. 23 - Couple, echelon sans perturbation FIG. 24 - Couple, sinuso'idale sans perturbation 
Observons maintenant la reponse a une perturbation. Les figures 25 et 26 montrent la re-
ponse du systeme a la commande appliquee. On remarque que le controleur a couple pre-calcule 
apporte une amelioration substantielle quant a la performance face aux perturbations. En effet, 
les effets perturbateurs sur les autres articulations sont reduits, ainsi que le depassement et le 
temps de reponse. Yous trouverez en annexe des figures supplementaires montrant les courbes 
des couples et de l'erreur pour ce controleur avec perturbation. 
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4.2 Compensateur PID industriel avec compensation de gravite 
4.2.1 Le modele du compensateur 
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FIG. 27 - Compensateur PID industriel avec compensation de la gravite 
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FIG. 28 - Modele Simulink du compensateur PID industriel avec compensation de la gravite 
4.2.2 Choix des gains du compensateur 
Les gains du compensateur ont ete determines par essais et erreurs. L'objectif etait toujours 
d'obtenir une reponse rapide, un depassement faible et une bonne resistance aux perturbations. 
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Ainsi, nous avons obtenu les gains suivants : 
Kp = 120 Kn= 20 K1=10 
4.2.3 Resultats 
Nous avons effectue les memes quatre tests que pour le compensateur a couple pre-calcule 
(deux commandes, avec et sans perturbation). Ce sont d'ailleurs les memes tests qui seront 
repetes pour tous les controleurs. 
Observons les performances du controleur PID avec compensation de gravite. Cette derniere 
compensation permet d'enrayer les effets perturbateurs de la force de gravite presente dans le 
systeme ce qui ameliore grandement les performances du controleur. 
Les figures 29 et 30 montrent la position Q en fonction du temps. On peut constater que le 
temps de reponse est d'environ 1 sec, mais qu'il varie beaucoup en fonction des autres articula-
tions en mouvement. On remarque notamment que le mouvement des bras n'est pas decouple 
lors de !'utilisation de ce controleur. En effet, on voit que les mouvements des bras 2 et 3 s'in-
fl.uencent mutuellement. Ceci est du a la structure du controleur. En effet, la commande ne 
tient compte que de l'ecart entre l'angle de chacune des articulations et l'angle desire et agit 
de fa~on independante sur chacun des joints. Les figures 31 et 32 illustrent le comportement de 
l'erreur en fonction du temps. 
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FIG. 32 - Erreur a une sinusoi:dale sans pertur-
bation 
Les figures 33 et 34 montrent le couple (tau) calcule par le PID en fonction du temps pour 
chacune des commandes. On remarque des impulsions dans le couple demande au demarrage 
de chacune des articulations. Cela provient de l'erreur qui passe instantanement de 0 a 1 rad, 
ce qui entraine une reaction violente du controleur. Ce comportement sera observe pour chacun 
des controleurs et il est du a la commande que nous avons choisi d'appliquer. 
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Observons maintenant la reponse a une perturbation. Les figures 35 et 36 montrent la re-
ponse du systeme a la commande appliquee. On remarque que le PID ne permet pas de controler 
efficacement le systeme. Le depassement est de beaucoup augmente, ainsi que la propagation 
des effets negatifs causes par l'acceleration des autres articulations. Vous trouverez en annexe 
les figures supplementaires des couples et de l'erreur pour ce controleur avec perturbation. 
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4.3 Commande adaptative de Slotine-Li 
4.3.1 Le modele du compensateur 
Le compensateur a commande adaptative de Slotine-Li est tire des references [7], [6] et [4]. 
La loi de commande est pres~ntee a la figure 37. Comme vous le voyez, le controleur cinetique 
determine la vitesse desiree if*. Cette vitesse ainsi que sa derivee sont utilisees par le controleur 
dynamique. Le controleur dynamique calcule le couple demande a partir de l'erreur entre la 
vitesse actuelle et la vitesse desiree ainsi qu'a partir de l'acceleration desiree, la vitesse desiree 
et la dynamique du systeme inscrite dans la matrice Y(q, q, l, 'f/)& L'estimateur de parametre 
recalcule le vecteur a en fonction de l'erreur entre la vitesse obtenue et la vitesse demandee. Le 
pl us difficile est de representer le systeme sous la forme Y ( q, q, q*, 'fl) a. 
Nous sommes habitues de representer le systeme sous la forme suivante : 
f = D(i()'f/ + C(q, ~ + G(i/) 
Mais, pour pouvoir evaluer les parametres, il faut separer les fonctions (la matrice Y) des 
parametres (le vecteur &) : 
f = Y(q,qJ/}/)a 
Pour determiner la matrice Yet le vecteur &, il faut d'abord trouver les matrices D, C et G 
de la dynamique du systeme. Ensuite, il faut developper les expressions du vecteur f. A partir 
de ces expressions, il faut isoler les termes des parametres qui vont s'inserer dans le vecteur a. 
Ensuite, on enleve les termes des parametres des expressions et on les reorganise de fac;on a les 
placer dans la meme disposition que dans le vecteur a. 
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Comme vous pouvez le constater, ce developpement est assez laborieux. Voici tout de meme 
le vecteur a et la matrice y du modele : 
Y2 = 
[o 
Yl = 
[
(/1 1 1-- 1 .•. 5 ·•· (6cos(282) + 6)81 - 8sin(282)82 81 - 24 sin(282)81 82 
1 1 .. 1 . * 
(6 cos(282 + 283) + 6) 81 + (-S sin(282 + 283) 82 
1 . • . 5 . • . 5 . . • - 8sin(282+283)8s )81 - 24 sin(282+283)81 82 - 24 sin(282 +283)8381 , 
1 1 .. 1 ·•· 1 ·•· (2cos(282) + 2)81 - 2sin(282)82 81 - 2sin(282)81 82 
1 1 .. 1 . * (2 cos(83) + 2 cos(282 + 83)) 81 + (-2 sin(282 + 83 ) 82 
1 1 .•. 1 ·•. 
+(- 4sin(282+83)- 4sin(83))8s )81- 2sin(282+83)81 82 
0 o , o] 
Y3 = 
[ 
1 ..• 1-· 1·· 
0 0 6sin(282+283)8181 + 383+ 382 0 
1 .. 1 ..• 1 1 ..• 
2 cos(83) 82 + 2 sin(83) 82 82 + (4 sin(282 + 83) + 4 sin(83)) 81 81 
1 
2 gcos(82 + 83 ) 0 o] 
Cette matrice a ete utlisee dans le modele Simulink de ce compensateur et du compensateur 
a commande adaptative modifiee qui est explique a la section suivante. 
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FIG. 38 - Modele Simulink de la commande adaptative de Slotine-Li 
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4.3.2 Chaix des gains du compensateur 
Les gains utilises pour ce compensateur ont ete determines par essais et erreurs. Nous avons 
remarque qu'il est important de respecter la regle suivante : 
ou r- 1 est simplement une matrice de gain diagonale definie positive. 
Les gains choisis sont les suivant : 
r- 1 = 5 
4.3.3 Resultats 
Nous avons effectue les memes quatre tests ( deux commandes, avec et sans perturbation) 
que pour les autres compensateurs. 
11 est a noter que nous avons choisi comme parametres initiaux des parametres qui sont 
proches des parametres reels soit un ecart entre 0 et 203 . Le tableau 4 et les figures 39 et 40 
permettent de voir les valeurs choisies, les valeurs atteintes et leur evolution. Les valeurs choisies 
initialement sont assez proches des vraies valeurs ce qui est logique, car on peut penser que bien 
que la valeur exacte ne soit pas connue, nous avons une bonne idee de l'ordre de grandeur de 
ces parametres. 
Parametres Valeurs Parametres initiaux Parametres finaux 
a1 0.005 0.005 5.5 
a2 1 1 8.1 
a3 8 9 34.5 
a4 2 1.2 23.0 
a5 4 5 19.5 
°'6 4 3 2.2 
a7 2 2 0 
as 1 0.5 -0.5 
TAB. 4 - Parametres pour un echelon, Slotine-Li 
On remarque d'apres les figures que le contr6leur a tendance a faire stabiliser les valeurs des 
parametres vers des valeurs tout a fait differentes des valeurs attendues. En fait, les parametres 
ne convergent pas necessairement vers les valeurs attendues, mais vers d'autres valeurs equiva-
lentes qui fonctionnent bien. Effectivement, les graphiques de l'erreur qui seront vus plus loin 
permettent d'accepter ces valeurs puisque l'erreur en regime permanent est de l'ordre de 10-3 _ 
On remarque egalement des discontinuites dans les valeurs des parametres aux temps t = 2 sec 
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et t = 4. Elles sont dues a la mise en mouvement des articulations 2 et 3 respectivement et bien 
entendu aux discontinuites presentent dans la commande. En effet, ce sont les mouvements des 
differents bras qui influencent le comportement du compensateur, il doit calculer les nouvelles 
valeurs des parametres en fonction de l'ecart entre la vitesse obtenue et la vitesse desiree. Le 
compensateur doit agir rapidement pour contrer les changements brusques provoques par les 
discontinuites, mais les parametres se stabilisent a nouveau dans l'espace de quelques secondes 
par la suite. 
Evidemment nous pourrions jouer avec les gains pour influencer le couple et l'erreur que nous 
desirons. 
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FIG. 40 - Parametres pour une sinuso'idale, 
(sans perturbation) 
Les figures 41 et 42 montrent la position Q en fonction du temps. Dans ce cas-ci, les gains 
choisis sont de o = 10, Kd = 100 et >. = 5. On remarque que la performance de ce controleur 
est inferieure a celle du compensateur a couple pre-calcule en ce qui concerne l'erreur. Ceci 
est normal, car le couple pre-calcule connait avec exactitude le systeme et applique une loi de 
commande parfaitement decouplee qui est en fonction de ces parametres connus. On remarque 
cependant que le depassement est inferieur au depassement observe dans le cas du PID et que 
la propagation des effets du mouvement d'un membre sur les autres membres est inferieure 
au cas du PID. L'erreur en regime permanent est minime. Les figures 43 et 44 illustrent le 
comportement de l'erreur en fonction du temps. 
Les figures 45 et 46 illustrent le couple calcule par le controleur a commande adaptative 
en fonction du temps pour chacune des commandes. On remarque que le couple calcule est de 
l'ordre de 104 . Evidemment nous sommes en simulation, mais nous ne pourrions pas implanter 
un tel controleur sur un vrai systeme. Afin de simuler de fac;on plus exacte le systeme, dans le 
cas ou on chercherait a !'implanter, il faudrait ajouter des saturateurs pour tenir compte des 
limites physiques reelles des moteurs. 
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bation 
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FIG. 46 - Couple, sinuso'idale sans perturbation 
Observons maintenant la reponse a une perturbation. Les figures 47 et 48 montrent la 
reponse du systeme a la commande appliquee. On remarque que le controleur a commande 
adaptative apporte une amelioration SUI le PID quant a la performance face aux perturbations. 
En effet, les effets perturbateurs sur les autres articulations sont reduits par rapport au PID, 
ainsi que le depassement et le temps de reponse. Par contre, les resultats sont moins bons que 
les resultats du couple pre-calcule mais c'est normal etant donne que les parametres du systeme 
sont inconnus. Vous trouverez en annexes les figures supplementaires des couples et de l'erreur 
pour ce controleur avec perturbation. 
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4.4 Commande adaptative de Slotine-Li modifiee 
4.4.1 Le modele du compensateur 
La loi de commande du compensateur a commande adaptative de Slotine-Li [6] [7] modifiee 
est presentee a la figure 49. On remarque que le controleur cinetique est le meme que celui utilise 
par le controleur a C<?.1;Ple pre-calcule. Ainsi, etant donl!-e .qu~}e controleur de vitesse ne depend 
plus que du vecteur if, la dynamique decrite par Y(q, q, q, q )& est identique a celle du couple 
pre-calcule si les parametres du a sont exacts. De plus, l'estimateur de parametres corrige les 
parametres en fonction de l'erreur entre !'acceleration demandee et !'acceleration resultante. 
En effet, si les parametres du systeme sont exacts, le couple f calcule par le compensateur fera 
en sorte que !'acceleration resultante sera identique a !'acceleration demandee. Ainsi, l'ecart 
entre ces deux accelerations est due a une erreur dans les parametres. Les parametres vont 
done converger vers des valeurs ou !'acceleration resultante et !'acceleration demandee sont 
les memes. La ma trice Y ( q, q, °q'*, "if*) et le vecteur a sont les memes que ceux trouves pour la 
. * . 
commande adaptative de Slotine-Li. Vous remarquerez qu'on a pose q = q dans la matrice Y. 
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FIG. 50 - Modele Simulink de la commande adaptative de Slotine-Li modifiee 
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4.4.2 Chaix des gains du compensateur 
Les gains utilises sont les memes gains que ceux utilises pour le compensateur a couple 
pre-calcule soit : 
Kp = 120 Kn= 20 
4.4.3 Resultats 
Nous avons effectuees les memes quatre tests que pour les autres compensateurs ( deux com-
mandes, avec et sans perturbation). 
Il est a noter que, comme pour la commande de Slotine-Li, nous avons choisi comme para-
metres initiaux des parametres qui sont proches des parametres reels. Nous allons egalement 
observer les performances de ce controleur pour un choix de parametres initiaux completement 
aleatoire. Les tableaux 5 et 6 montrent les parametres initiaux choisis, les vraies valeurs ainsi 
que les valeurs finales atteintes. 
Pammetres Valeurs initiales. (sans pert.) Valeurs finales (sans pert.) Valeurs reelles 
a1 0.005 0.005 0.005 
a2 1 1.18 1 
a3 9 8 8 
a4 1.5 2 2 
as 5 4 4 
a5 3 4 4 
a1 2 2 2 
as 0.5 0.6 1 
TAB. 5 - Parametres, Slotine-Li modifiee sans perturbation (M3 = 2) 
Parametres Valeurs initiales. (avec pert.) Valeurs finales ( avec pert.) Valeurs reelles 
a1 0.005 1.5 0.005 
a2 1 1.35 1 
a3 9 16.05 16 
a4 1.5 2.54 4 
as 5 7.8 8 
a5 3 8 8 
a1 2 3.85 4 
as 0.5 1.425 1 
TAB. 6 - Parametres, Slotine-Li modifiee avec perturbation (M3 = 4) 
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Les figures 51 et 52 illustrent !'evolution de !'evaluation des parametres en fonction du temps. 
On remarque premierement que meme si la commande est appliquee de fagon aussi brusque 
que dans le cas du controleur de Slotine-Li, le demarrage des bras 2 et 3 n'entrai:ne pas outre 
mesure des changements tres brusques. On remarque que les parametres convergent rapidement. 
Parametres en tonction du temps Parametres en fonct1on du temps 
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FIG. 52 - Parametres pour une sinuso'idale, 
(sans perturbation) 
Les figures 53 et 54 montrent la position Q en fonction du temps. Dans ce cas-ci, les gains 
choisis sont de 6 = 10 , Kd = 100 et ,\ = 5. On remarque que la performance de ce c~ntroleur 
s'apparente a celle obtenue par le couple pre-calcule. Le temps de reponse est de 0,4 seconde 
et le depassement inferieur a 13 . L'erreur en regime permanent est faible. Les figures 55 et 56 
illustrent le comportement de l'erreur en fonction du temps. 
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a en fonction du temps 
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Les figures 57 et 58 illustrent le couple calcule par le controleur a commande adaptative 
modifiee en fonction du temps pour chacune des commandes. On remarque que le couple cal-
cule est inferieur a la commande Slotine-Li, mais superieur au PID. Il semble peu pensable 
d'implanter un tel controleur sur un systeme reel en conservant ces valeurs pour les gains. Il 
faudrait reduire les gains du compensateur de la meme fagon qu'il faudrait reduire ceux du 
couple pre-calcule. 
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Observons maintenant la reponse a une perturbation. Les figures 59 et 60 montrent la re-
ponse du systeme a la commande appliquee. On remarque que ce controleur repond tres bien 
aux perturbations. En effet, les effets perturbateurs sur les autres articulations sont minimes et 
le depassement et le temps de reponse sont tres satisfaisants. La reponse est aussi bonne que 
celle du couple pre-calcule. 
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Il est interessant d'observer les resultats obtenus lorsque les parametres initiaux sont choisis 
aleatoirement. On observe ce comportement pour la reponse a la commande de type sinuso'i-
dale (figure 61 ). On remarque que le comportement initial est tres chaotique. En effet, bien 
qu'aucune commande ne soit appliquee aux articulations 2 et 3, ceux-ci se mettent en mouve-
ment. Par contre, apres quelques secondes ceux-ci reprennent un comportement plus pres de la 
commande appliquee et, vers la fin, vers 7 sec, les articulations ont un comportement avec une 
erreur inferieure a 1 %. 
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Yous trouverez en annexe les figures supplementaires des couples et de l'erreur pour ce 
controleur avec perturbation. 
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5 Asservissement clans l'espace operationnel 
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FIG. 63 - Modele Simulink du systeme complet 
La figure 63 montre le systeme complet. Le bouton «initialisation Parametres» doit etre 
double-clique avant de demarrer la simulation. Le bouton «ajout de masse» sert a simuler la 
reponse du systeme a une perturbation, dans ce cas-ci la prise d'un objet (on ajoute 2 kg a la 
masse du bras 3). 
Nous vous presentons ici le modele que nous avons congu pour la commande du robot en 
espace operationnel. En fait il ne s'agit pas de l'espace operationnel de fagon pure tel que vu 
dans le cours. Nous decidons de commander la position de l'outil (le bout du troisieme membre) 
par une manette de jeu ou un signal que nous choisissons prealablement. Ensuite le bloc de cine-
matique inverse envoie dans le controleur les valeurs des angles que les differents joints doivent 
adopter pour que l'outil atteigne la valeur desiree. Ensuite, le retour au controleur se fait avec 
la valeur des angles et c'est celle-ci et non la position de l'outil qui est utilisee pour controler 
le manipulateur. 
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5 .1 Cinematique inverse 
Le bras a 3 degres de liberte est conc;u pour etre commande en cinematique directe. A partir 
de la position de l'outil, le bloc cinematique inverse calcule les angles desires des 3 articulations 
avec les relations : 
e 1 = arctan(py' px) 
2 2 2 2 2 2 
e _ _ (~ px +PY + pz - 2 pz d1 + d1 - l3 - b ) 3 - arccos 2 h 12 
Ces equations ont ete obtenues a l'aide de Maple apres plusieurs manipulations algebriques. 
Dans le cas ou on demande au robot une position qui est hors de portee, l'articulation 3 sera 
en position 0 rad (acos(a>l)= ORe +bim) et l'articulation 2 sera dans un angle permettant au 
bras de pointer dans la direction de la position demandee par rapport au joint 2. Si par contre 
on tente d'atteindre une position qui est trop rapprochee du joint 2, le robot ne sera pas en 
mesure de l'atteindre, car l'articulation 3 est de longueur superieure a l'articulation 2. Dans ce 
cas les joints 2 et 3 sont a angle droit et demeurent dans la derniere position pour laquelle une 
solution etait possible jusqu'a ce que la position desiree de l'outil retombe dans le domaine des 
postions qu'il soit possible d'atteindre. Afin de modeliser un systeme reel, il faudrait ajouter des 
saturateurs pour empecher que la position desiree soit situee dans une region interdite. De plus, 
la situation actuelle entraine des mouvements brusques lorsque la position demandee revient a 
nouveau dans la zone admissible. Il faudrait implanter un algorithme pour prevoir un tel cas. 
Le bloc rotation transforme les 3 rotations demandees qui sont en angles en 3 matrices de 
rotations, car le Virtual Reality accepte une matrice de rotation pour chaque objet rotation de 
son entree. 
La figure 64 montre le bloc de realite virtuelle tel qu'il est possible de l'observer en temps 
reel. Le bras a 3 degres de liberte est monte sur un rail lui permettant de se mouvoir en X. 
52 
FIG. 64 - Image du Bras Robotique dans la fenetre realite virtuelle 
5.2 Utilisation du simulateur 
Dans la version originale du modele simulink, la position du bras pouvait etre controlee par 
une manette de jeu. Le modele Simulink remis avec ce rapport est identique au modele original 
a l'exception qu'il n'inclue pas le controle par une manette de jeu. Cette option a ete retiree 
du modele pour en assurer la compatibilite puisque le modele ne fonctionnait pas avec des 
manettes differentes a la manette originale. Le manipulateur peut etre commande dans l'espace 
operationnel ou dans l'espace articulaire. Le commutateur du centre permet de selectionner 
l'espace operationnel ou dans l'espace articulaire. Si la commande envoyee au manipulateur est 
donnee dans l'espace articulaire, elle peut entrer directement dans le modele du manipulateur 
puisque celui-ci a ete developpe dans l'espace articulaire. Ainsi, si la commande envoyee au ma-
nipulateur est donnee dans l'espace operationnel, il faut utiliser le module Cinematique inverse 
pour convertir la commande. 
Le systeme comporte un module Virtual Reality. Ce module permet l'affichage du bras ma-
nipulateur a 3 degres de libertes. Le dessin du bras est inscrit dans le fichier bras. wrl. Pour 
afficher le bras manipulateur en realite virtuelle, vous devez : 
- Double-cliquer sur le module de Virtual Reality. 
Entrer le chemin pour acceder au fichier bras. wrl et appuyer sur Apply. 
Ouvrir l'arbre des objets virtuels a droite dans la fenetre. 
Cacher la case rotation dans les objets Articulation 1, Articulation 2 et Articulation 3. 
Refaire les liens entre le module Rotation et le module de Virtual Reality. 
Cliquer sur View dans la fenetre du module de Virtual Reality pour afficher le manipula-
teur. 
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6 Conclusion 
La modelisation d'un manipulateur est une tache ardue qui demande beaucoup de rigueur. 
L'utilisation d'un formalisme tel celui de Denavith-Hartenberg peut simplifier la tache en la 
rendant plus automatique. Le fait que le formalisme de Denavith-Hartenberg impose une cor-
respondance stricte entre les reperes de chacun des membres du manipulateur permet de realiser 
un algorithme de calcul pour determiner plus facilement la matrice jacobienne etendue, la ma-
trice de masse etendue et la matrice des vitesses angulaires etendues en nous assurant une 
certaine fiabilite. Bien entendu, il est important de valider le modele mathematique obtenu 
avant de commencer a concevoir des compensateurs. Cette validation peut etre faite de diffe-
rentes fac;ons telles queen comparant les simulations des mouvements du manipulateur obtenues 
a partir de notre modele avec des simulations obtenues a partir de logiciels comme Roboop ou 
le Robotic toolbox de Matlab. 
Une fois le modele verifie, nous avons compare les performances de 4 compensateurs diffe-
rents. Les meilleurs resultats ont ete obtenus a partir de l'algorithme de commande adaptative 
de Slotine-Li modifiee. Les performances du compensateur et ses capacites d'adaptation sont 
surprenantes. Pour s'assurer de son bon fonctionnement, il faudrait pouvoir le tester sur un 
bane d'essai experimental. Les plus grandes difficultes rencontrees pour implanter ce compen-
sateur seront siirement de trouver symboliquement la matrice Y et par le fait meme de trouver 
un modele mathematique qui reproduit fidelement le comportement du manipulateur en etude. 
Ceci implique, entre-autres, de modeliser aussi le comportement des moteurs installes sur le 
manipulateur. 
Afin de visualiser plus facilement le comportement du manipulateur, un bloc de simulation 
en realite virtuelle a ete ajoute au modele. Ce bloc Simulink est tres simple a utiliser et il per-
met de visualiser le comportement du manipulateur d'une fac;on beaucoup plus humaine qu'en 
regardant les courbes des positions angulaires des differentes articulations. 
Finalement, ce rapport pourra etre utile aux gens qui voudront se familiariser avec la mo-
delisation et la commande des robots manipulateurs. 
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8 Annexe 
8.1 Figures Supplementaires 
Yous trouverez dans cette section les figures que nous avons choisies de ne pas mettre dans 
les sections precedentes par economie d'espace, mais qu'il est interessant de consulter a titre de 
reference. 
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